СИНГУЛЯРНОСТЬ НАПРЯЖЕНИЙ В ВЕРШИНЕ ИЗОТРОПНЫХ И АНИЗОТРОПНЫХ КОНУСОВ

Накарякова Т.О., Севодина Н.В.
(г. Пермь, Россия)

На сегодняшний день существуют различные математические подходы к построению решений в окрестности особых точек упругих тел, среди которых наибольшее распространение получили подходы, связанные с именами М.Л. Вильямса и Меллина. Первый подход заключается в отыскании решения определенного вида, удовлетворяющего однородным уравнениям и однородным граничным условиям вблизи особой точки. Второй – использует преобразование Меллина и теорию вычетов. Каждый из этих подходов приводит исходную задачу к трансцендентному (характеристическому) уравнению относительно показателя сингулярности 
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, которое имеет счетное множество корней, в общем случае комплексных. Для оценки характера сингулярности напряжений важно знать число корней характеристического уравнения, которые расположены в полосе 0<Re 
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<1. При наличии таких корней вероятность реализации напряженного состояния с бесконечной особенностью в точке тем больше, чем больше их число. При исследовании поля напряжений с качественной стороны важно знать характер первых корней этого уравнения (комплексные они или действительные). Следует заметить, что нахождение корней трансцендентного уравнения представляет собой самостоятельную довольно трудоемкую задачу, которая находится под пристальным вниманием исследователей, стремящихся создать наиболее оптимальный алгоритм ee численной реализации.

В двумерной постановке характеристики концентрации напряжений в угловых точках линейно-упругих тел, в том числе и для разномодульных соединений, изучены практически исчерпывающе. Анализ сингулярности напряжений в вершине пространственных клиньев продолжает оставаться актуальной проблемой. Среди частично решенных проблем этой серии является задача о характере сингулярности напряжений в вершине правильного изотропного и анизотропного конусов.
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Рис. 1.
Для решения трехмерных задач о сингулярности напряжений в подавляющем большинстве используются различные варианты численных методов. В работе [1] был изложен метод, позволяющий получить результаты о характере сингулярности напряжений в вершине изотропного конуса с эллиптическим основанием при однородных краевых условиях. Настоящая работа является продолжением этих исследований.

Рассматривается пространственное тело в виде конуса, выполненное из упругого ортотропного материала. Решение будем вести в сферической системе координат 
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(рис.1) (вершина конуса совпадает с центром сферических координат). Поверхность конуса свободна от напряжений. 
Для анализа характера сингулярности напряжений строятся собственные решения, совпадающие по виду с асимптотическим представлением решения [2],
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и удовлетворяющие в рассматриваемой области уравнениям равновесия [3]
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и однородным граничным условиям на боковой поверхности конуса, где могут быть заданы либо нулевые перемещения


[image: image9.wmf]r

0

uuu

qj

===


 (2)

либо нулевые напряжения
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В случае ортотропного материала со сферической анизотропией связь компонент тензора напряжений и тензора деформаций запишется в виде
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где 

[image: image14.wmf]()/

rrr

AEEEE

qjqqjqj

nnn

=-+D

,

[image: image15.wmf]()/

rrr

BEEE

qjjqqj

nnn

=-+D

,

[image: image16.wmf]2

()/

r

CEEEE

qjqqj

n

=-+D

,

[image: image17.wmf]()/

rrr

HEEEE

jqqjqqj

nnn

=-+D

,

[image: image18.wmf]22

()/

rr

QEEE

jqq

n

=--D

,

[image: image19.wmf]22

()/

rr

REEE

qjj

n

=-+D

,

[image: image20.wmf]222

(2)

rrrrrr

EEEEEE

jqqqjqjjjqqj

nnnnnn

éù

D=++-++

ëû

.
Суть метода, изложенного в работе [1], состоит в применении метода Галеркина - записи исходных дифференциальных уравнений (1) в слабой форме, а затем интегрирования их по области 
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, вырезаемой конусом на сфере. Решение поставленной задачи можно разделить на следующие этапы:

1. для правильного конуса можно произвести разложение в гармонический ряд Фурье по углу 
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 функций 
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, что позволяет понизить размерность задачи и свести искомое решение исходной задачи к последовательности не взаимосвязанных краевых задач относительно амплитудных функций ряда Фурье, зависящих от координат (,(,
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2. проводятся тождественные преобразования с целью понижения порядка производных функций решений 
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Таким образом, уравнения (1) при использовании предложенного метода и с учетом разложения (4) примут вид:
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Здесь 
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3. используется метод конечных элементов (МКЭ) [4]. Разложение в гармонический ряд Фурье по углу 
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 функций 
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позволяет при применении МКЭ использовать одномерные конечные элементы,

4. процедура Галеркина в совокупности с МКЭ приводит поставленную задачу к отысканию собственных значений 
[image: image41.wmf]l

 и собственных векторов алгебраической несимметричной матрицы, имеющей ленточную структуру. Для решения полученной алгебраической проблемы комплексных собственных значений был использован алгоритм, основанный на использовании метода Мюллера [5] и принципа аргумента [6]. Достоверность и эффективность созданного на основе предложенного метода алгоритма была подтверждена в работе [1].

Далее приводятся результаты решения ряда задач.
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Рис. 2. Зависимость наименьшего показателя сингулярности от угла раствора изотропного конуса для различных значений коэффициента Пуассона при однородных граничных условиях в напряжениях
Если материал конуса изотропный, то показатели сингулярности напряжений зависят только коэффициента Пуассона. На рис. 2 приведена зависимость наименьшего показателя сингулярности от угла раствора правильного конуса для различных значений коэффициента Пуассона при однородных граничных условиях в напряжениях (3).
В качестве примера расчета показателей сингулярности в вершине анизотропного конуса приведем исследования для конуса, выполненного из трансверсально-изотропного материала с поверхностью изотропии, перпендикулярной радиальной координате. В этом случае имеем пять независимых материальных констант 
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. Причем, для обеспечения положительности энергии деформации должно выполняться следующее неравенство [7]
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(5)
На рис. 3. приведена зависимость наименьшего показателя сингулярности от угла раствора правильного конуса для различных значений коэффициента Пуассона 
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 при однородных граничных условиях в напряжениях (3) и при следующих значениях физических констант материала - 
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Рис. 3. Зависимость наименьшего показателя сингулярности от угла раствора трансверсально-изотропного конуса для различных значений коэффициента Пуассона 
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 при однородных граничных условиях в напряжениях
На рис. 4 приведено влияние отношения модулей упругости 
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 на показатели сингулярности напряжений для правильного трансверсально-изотропного конуса с углом раствора 
[image: image51.wmf]0

120
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Рис. 4. Влияние отношения модулей упругости 
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 на показатели сингулярности напряжений для трансверсально-изотропного конуса с углом раствора 
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 при однородных граничных условиях в напряжениях
В отличие от изотропного конуса 
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, где модуль упругости не оказывает влияния на показатели сингулярности, в трансверсально-изотропном конусе даже небольшое изменение соотношения модулей упругости приводит к увеличению количества показателей сингулярности с действительной частью, меньше 1, и к изменению их величины.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект 06-01-00488-а).
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		179		179		179		179		179		179



n=0

n=0,1

n=0,2

n=0,3

n=0,4

n=0,499

Угол раствора круглого конуса

Действительная часть наименьшего собственного значения

Влияние коэффициента Пуассона на наименьшее собственное значение для нулевой гармоники

1

1

1

1

1

1

0.8786769

0.8643227

0.849484

0.834

0.8182509

0.801989

0.8334323

0.8100571

0.785421

0.76

0.7305478

0.7002284

0.8334323

0.807195

0.778091

0.746

0.709237

0.668643

0.8446609

0.8187107

0.78941

0.7560848

0.7178722

0.6742081

0.8606727

0.836145

0.8079565

0.775

0.736882

0.6918987

0.9004783

0.8814789

0.8589545

0.832

0.7984296

0.7571342

0.9411134

0.9294306

0.915308

0.898

0.8755454

0.8467631

0.9736972

0.9685172

0.9622513

0.954

0.9444794

0.9317357

0.9935647

0.9923425

0.9908831

0.989

0.9868523

0.9845135

0.9999372

0.9999258

0.9999127

0.999

0.9998829

0.9999694



Лист2

		90		1		1		1		1		1		1

		100		0.8786769		0.8643227		0.849484		0.834		0.8182509		0.801989

		110		0.8334323		0.8100571		0.785421		0.76		0.7305478		0.7002284

		120		0.8334323		0.807195		0.778091		0.746		0.709237		0.668643

		125		0.8446609		0.8187107		0.78941		0.7560848		0.7178722		0.6742081

		130		0.8606727		0.836145		0.8079565		0.775		0.736882		0.6918987

		140		0.9004783		0.8814789		0.8589545		0.832		0.7984296		0.7571342

		150		0.9411134		0.9294306		0.915308		0.898		0.8755454		0.8467631

		160		0.9736972		0.9685172		0.9622513		0.954		0.9444794		0.9317357

		170		0.9935647		0.9923425		0.9908831		0.989		0.9868523		0.9845135

		179		0.9999372		0.9999258		0.9999127		0.999		0.9998829		0.9999694





Диаграмма3

		90		90		90		90		90		90

		100		100		100		100		100		100

		110		110		110		110		110		110

		120		120		120		120		120		120

		125		125		125		125		125		125

		130		130		130		130		130		130

		140		140		140		140		140		140

		150		150		150		150		150		150

		160		160		160		160		160		160

		170		170		170		170		170		170

		179		179		179		179		179		179



n=0

n=0,1

n=0,2

n=0,3

n=0,4

n=0,499

Угол раствора круглого конуса

Re l

Влияние коэффициента Пуассона на наименьшее собственное значение

1.000001

1

1

0.99

1

0.9999942

0.8605865

0.8643227

0.8494838

0.834

0.8182509

0.8019881

0.7744555

0.7876955

0.785421

0.76

0.7305478

0.7002284

0.7274946

0.7468087

0.7653645

0.746

0.7092373

0.668643

0.7167456

0.7374141

0.7596952

0.7560848

0.7178722

0.6742081

0.7141758

0.7370682

0.7619518

0.775

0.7368823

0.6918987

0.7343526

0.7609378

0.7900976

0.832

0.7984296

0.7571342

0.7909984

0.8184153

0.8481027

0.898

0.8755454

0.8467631

0.8809051

0.9014892

0.9226957

0.932

0.9148479

0.8918898

0.9680389

0.97444569

0.9795332

0.974

0.9677195

0.9583859

0.9997037

0.9997626

0.999768

0.999

0.9996379

0.9999694



Диаграмма4

		140		140		140		140		140		140

		150		150		150		150		150		150

		160		160		160		160		160		160

		170		170		170		170		170		170

		179		179		179		179		179		179



0.7343526

0.7609378

0.7900976

0.832

0.7984296

0.7571342

0.7909984

0.8184153

0.8481027

0.898

0.8755454

0.8467631

0.8809051

0.9014892

0.9226957

0.932

0.9148479

0.8918898

0.9680389

0.97444569

0.9795332

0.974

0.9677195

0.9583859

0.9997037

0.9997626

0.999768

0.999

0.9996379

0.9999694



Лист3

		90		1.000001		1		1		0.99		1		0.9999942

		100		0.8605865		0.8643227		0.8494838		0.834		0.8182509		0.8019881

		110		0.7744555		0.7876955		0.785421		0.76		0.7305478		0.7002284

		120		0.7274946		0.7468087		0.7653645		0.746		0.7092373		0.668643

		125		0.7167456		0.7374141		0.7596952		0.7560848		0.7178722		0.6742081

		130		0.7141758		0.7370682		0.7619518		0.775		0.7368823		0.6918987

		140		0.7343526		0.7609378		0.7900976		0.832		0.7984296		0.7571342

		150		0.7909984		0.8184153		0.8481027		0.898		0.8755454		0.8467631

		160		0.8809051		0.9014892		0.9226957		0.932		0.9148479		0.8918898

		170		0.9680389		0.97444569		0.9795332		0.974		0.9677195		0.9583859

		179		0.9997037		0.9997626		0.999768		0.999		0.9996379		0.9999694






_1265550316.unknown

_1265547385.xls
Диаграмма1

		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5

		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6

		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7

		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8

		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9

		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1

		2		2		2		2		2		2		2		2		2		2		2		2

		3		3		3		3		3		3		3		3		3		3		3		3

		4		4		4		4		4		4		4		4		4		4		4		4

		5		5		5		5		5		5		5		5		5		5		5		5

		6		6		6		6		6		6		6		6		6		6		6		6

		7		7		7		7		7		7		7		7		7		7		7		7

		8		8		8		8		8		8		8		8		8		8		8		8

		9		9		9		9		9		9		9		9		9		9		9		9

		10		10		10		10		10		10		10		10		10		10		10		10



n0-1

n0-2

n0-3

n0-4

n1-1

n1-2

n1-3

n1-4

n2-1

n2-2

n2-3

n2-4

Re l

1

0.9089

1.01

0.8248

0.968

0.7566

0.893

1.001

0.7005

0.8296521

0.9973697

0.6534971

0.4821216

0.9948294

0.6278807

0.4041011

1.131294

0.3272168

0.7364306

0.4593039

1.000883

0.3007838

0.8356869

0.2356119

0.58927

1.000089

0.3623317

0.8435486

0.243321

0.6713586

1.142215

0.1740654

0.4925199

0.9316437

0.2985636

0.7129174

0.2064512

0.5633642

0.9689291

0.1289942

0.4229442

0.8111227

0.2531544

0.6185943

1.001362

0.180497

0.4857443

0.8448004

0.09446205

0.3702176

0.7196128

1.000089

0.2187036

0.5465839

0.8966683

0.161434

0.4268542

0.7502922

1.097525

0.06694342

0.3289179

0.6471962

0.9774048

0.191929

0.4896103

0.8101306

0.1467946

0.3804244

0.6752638

0.9937585

0.04438584

0.295371

0.5880611

0.8928986

0.1702362

0.4430445

0.7391612

0.9999566

0.1351905

0.3426698

0.613948

0.9087861

0.02531272

0.2676041

0.5386078

0.8222947

0.1523312

0.4042049

0.6796084

0.9638392

0.1257447

0.3112989

0.5625823

0.8375063



Лист1

		

				n0-1		n0-2		n0-3		n0-4		n1-1		n1-2		n1-3		n1-4		n2-1		n2-2		n2-3		n2-4

		0.500																		1.000

		0.600																		0.909

		0.700		1.010																0.825

		0.800		0.968																0.757

		0.900		0.893								1.001								0.701

		1.000		0.830								0.997								0.653

		2.000		0.482		0.995						0.628								0.404		1.131

		3.000		0.327		0.736						0.459		1.001						0.301		0.836

		4.000		0.236		0.589		1.000				0.362		0.844						0.243		0.671		1.142

		5.000		0.174		0.493		0.932				0.299		0.713						0.206		0.563		0.969

		6.000		0.129		0.423		0.811				0.253		0.619		1.001				0.180		0.486		0.845

		7.000		0.094		0.370		0.720		1.000		0.219		0.547		0.897				0.161		0.427		0.750		1.098

		8.000		0.067		0.329		0.647		0.977		0.192		0.490		0.810				0.147		0.380		0.675		0.994

		9.000		0.044		0.295		0.588		0.893		0.170		0.443		0.739		1.000		0.135		0.343		0.614		0.909

		10.000		0.025		0.268		0.539		0.822		0.152		0.404		0.680		0.964		0.126		0.311		0.563		0.838





Лист2

		





Лист3

		





E'|E







_1265108898.unknown

_1265545807.unknown

_1265108881.unknown

_1265108788.unknown

_1265108802.unknown

_1265108763.unknown

_1265108774.unknown

_1265105885.unknown

_1265108748.unknown

_1265103937.xls
Диаграмма1

		70		70		70		70		70		70

		80		80		80		80		80		80

		90		90		90		90		90		90

		100		100		100		100		100		100

		110		110		110		110		110		110

		120		120		120		120		120		120

		130		130		130		130		130		130

		140		140		140		140		140		140

		150		150		150		150		150		150

		160		160		160		160		160		160

		170		170		170		170		170		170

		179		179		179		179		179		179



n1=0

n1=0,1

n1=0,2

n1=0,3

n1=0,4

n1=0,499

угол раствора конуса

min Re l

1.2074

0.962

1.00031

1.000016

1.19

0.8044525

0.8613722

0.9253346

0.99

0.9999864

0.9998841

0.7002226

0.7544707

0.8142511

0.834

0.8471424

0.8935344

0.6345311

0.6881731

0.7474751

0.76

0.7366207

0.7211814

0.5987599

0.6539175

0.7149871

0.746

0.7002602

0.6546749

0.5895846

0.6470479

0.7124509

0.775

0.7130517

0.6473907

0.6068628

0.6683784

0.7386886

0.832

0.7566095

0.675633

0.6509386

0.7167503

0.7913612

0.898

0.8125963

0.7202605

0.7150131

0.7826545

0.8574168

0.932

0.8620954

0.7620979

0.7716623

0.8377047

0.9077028

0.974

0.8923608

0.7884309

0.7921983

0.8567726

0.9247371

0.999

0.9015319

0.7966945



Лист1

				n1=0		n1=0,1		n1=0,2		n1=0,3		n1=0,4		n1=0,499

		70		1.207

		80		0.962		1.000		1.000		1.190

		90		0.804		0.861		0.925		0.990		1.000		1.000

		100		0.700		0.754		0.814		0.834		0.847		0.894

		110		0.635		0.688		0.747		0.760		0.737		0.721

		120		0.599		0.654		0.715		0.746		0.700		0.655

		130		0.590		0.647		0.712		0.775		0.713		0.647

		140		0.607		0.668		0.739		0.832		0.757		0.676

		150		0.651		0.717		0.791		0.898		0.813		0.720

		160		0.715		0.783		0.857		0.932		0.862		0.762

		170		0.772		0.838		0.908		0.974		0.892		0.788

		179		0.792		0.857		0.925		0.999		0.902		0.797





Лист2

		





Лист3
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_1264854835.unknown
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_1083147395.unknown

_1187514156.unknown
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