
ОБ ОЦЕНКЕ ВЛИЯНИЯ НЕКОТОРЫХ КОНСТРУКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ КОМПОЗИТНЫХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ НА СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ 
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В данной работе предпринимается попытка оценить влияние некоторых конструктивных параметров композитных оболочек вращения (толщина слоя, намотанного под одним углом или, соответственно, число слоев, углы намотки) на динамические характеристики конструкции (собственные частоты колебаний) на основе анализа чувствительности конструкции к изменению указанных параметров. Анализ чувствительности позволяет исследовать взаимосвязь между переменными проектирования, имеющимися в распоряжении исследователя, и переменными состояния, которые определяются реакцией конструкции,
Математическое достоинство такого подхода заключается в рассмотрении нелинейной задачи анализа чувствительности с помощью методов, обладающими преимуществами математических свойств линейных операторов состояния (при фиксированных переменных проектирования) [1].
В задачах проектирования конструкций минимизируется (или максимизируется ) некоторая функция цели при наличии ограничений на переменные проектирования, прочностные и эксплуатационные параметры. Подробное описание аппарата анализа чувствительности при наличии ограничений приведено в [2], обзор методов вычисления производных чувствительности применительно к конечно-элементным моделям конструкции приведен в статьях [3-5]. 

Рассмотрим чувствительность собственных значений к изменению параметров проектирования при свободных колебаниях. Пусть 
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 ‑ вектор собственных частот или вектор состояния конструкции; 
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 ‑ вектор переменных проектирования, то есть 
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 представляет собой любой из критериев качества конструкции: ограничения и функция цели. Анализ чувствительности заключается в определении полной зависимости данной функции от переменных проектирования, то есть в определении 
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 или производных чувствительности.

Собственные колебания конструкции описываются уравнением состояния 
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где собственный вектор y нормируется при помощи условия
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Воспользуемся теоремой, доказанной в [1]: « Если симметричные положительно определенные матрицы K(b) и M(b) в уравнении (1) непрерывно дифференцируемы по переменным проектирования и резонансное (собственное) значение 
[image: image8.wmf]x

 является простым (не кратным), то собственное значение и соответствующий собственный вектор в уравнениях (1-2) непрерывно дифференцируемы по переменным проектирования».

Домножая слева на 
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 матричное уравнение (1) и учитывая справедливость данного выражения при любых y, получим:
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Отсюда:
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Здесь 
[image: image12.wmf]y
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 обозначает, что в процессе частного дифференцирования собственный вектор остается постоянным. Таким образом, если решена задача на собственные значения для простого (не кратного) собственного числа, то производные собственного значения непосредственно вычисляются с использованием (4).

Вектор ограничений 
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 (i=1,…,L) (L ‑ число ограничений) также зависит как от переменных проектирования, так и от переменных состояния:
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Таким образом, при анализе чувствительности строится некоторое приближение для задачи (1,5), которое затем исследуется с целью определения реакции 
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 (i=0,…,L) (
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 ‑ значение целевой функции) на изменение вектора b на величину 
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. Приближенная задача получается путем линеаризации нелинейных функций. Компоненты векторов 
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 являются производными чувствительности функций относительно соответствующих переменных проектирования. 

Обозначим вектор чувствительности l, компонента которого 
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 является производной от i-го ограничения по k-ой переменной. В частности, если 
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), то увеличение (уменьшение) переменной проектирования приводит при минимизации к уменьшению (увеличению) функции 
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. Порядок же величины различных коэффициентов чувствительности 
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 дает возможность установить, какие переменные проектирования имеют значительное влияние на 
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 (i=0,…, L), а какие ‑ малое. Численное дифференцирование основано на конечно-разностном приближении. 

Углы намотки слоев оболочки и их толщины могут рассматриваться как переменные проектирования, поскольку от них зависят свойства конструкции, и, кроме того, они могут задаваться при расчетах. 

Пусть рассматривается оболочка со схемой армирования 
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. Соответственно, толщина каждого слоя с определенным углом намотки ‑ 
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. Обозначим вектор проектирования 
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. Тогда функция цели и ограничения для анализа чувствительности примут вид:
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В последнем неравенстве все механические константы зависят от всех 6 параметров проектирования.

При исследовании чувствительности конструкции к изменению того или иного параметра удобнее работать с нормированными векторами чувствительности. Пусть 
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 ‑ вектор чувствительности, где 
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(i=0,…,7)
(8)

тогда компоненты нормированного вектора вычисляются по формуле: 
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Далее во всех расчетах применяется нормированный вектор чувствительности.

Численная реализация поставленной задачи проводится на основе полуаналитического варианта метода конечных элементов. В этом случае компоненты вектора перемещений представляются в виде ряда Фурье по окружной координате. 

Рассматривается упругое тело объемом V, совершающее собственные колебания. Механическое поведение материала определяется физическими соотношениями упругого анизотропного тела:
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Здесь: 
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 ‑ компоненты тензора напряжений, 
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 ‑ тензор упругих постоянных, 
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 ‑ компоненты тензора деформаций.

При собственных колебаниях принимается, что на части поверхности 
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 заданы перемещения вида: 
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на 
[image: image40.wmf]S
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 ‑ заданы нулевые усилия :
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причем, 
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 ‑ нормаль к поверхности 
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В рассматриваемых задачах требуется определить перемещения, деформации и напряжения, удовлетворяющие в данном объеме соотношениям Коши: 
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соотношениям (10), принципу возможных перемещений, в формулировке которого учитывается работа внутренних напряжений, поверхностных и инерционных сил
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здесь 
[image: image46.wmf]r

 ‑ удельная плотность материала. В задаче о собственных колебаниях упругой системы при однородных граничных условиях (11-12) отыскиваются следующие решения:
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здесь 
[image: image48.wmf]w

 ‑ собственная частота, 
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 ‑ собственная форма колебаний.

Уравнения теории оболочек удовлетворяют гипотезам Кирхгофа-Лява. 
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Пусть оболочка изготовлена из ортотропного материала так, что в любой точке каждого слоя одна из плоскостей упругой симметрии параллельна срединной поверхности оболочки, а остальные две перпендикулярны к координатным линиям. В данной работе рассматривается класс оболочек, получаемый намоткой, которые можно рассматривать как слоистые оболочки. 

Эффективные упругие характеристики материала данного класса оболочек могут быть получены следующим образом. Сначала определяются упругие характеристики одного слоя. Если матрица композита линейно-упругая и изотропная, то ее характеристики ‑ модуль упругости 
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 и коэффициент Пуассона 
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. Линейно-упругие волокна (арматура) характеризуются соответственно параметрами 
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 ‑ объемный коэффициент армирования, тогда жесткость слоя композита является функцией всех этих величин 
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Для рассмотрения многослойной оболочки из композиционного материала введем две системы координат: первая (1,2) связана с конструкцией в целом; вторая (
[image: image55.wmf],

ab

) ‑ с отдельным слоем и направлением армирования в данном слое (рис. 1). Основные предположения при выводе усредненных жесткостей сводятся к следующему [6]:

· однонаправленный армированный слой представляет собой линейно-упругий макроскопически однородный материал без начальных напряжений;

· волокна, погруженные в матрицу, ‑ однородные, линейно-упругие, изотропные, прямолинейные с регулярной упаковкой;

· матрица ‑ однородная, линейно-упругая, изотропная, полностью скрепленная с волокнами по всей их поверхности.

В этом случае упругие характеристики ортотропного слоя имеют вид [7]:
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где 
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В случае многослойного композита, состоящего из q слоев, каждый из которых определяется своей толщиной 
[image: image60.wmf]i
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 (i=1,…,q) и углом армирования 
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x

 (i=1,…,q), в предположении, что по толщине каждого слоя напряжения постоянны, в [8] получены соотношения для эффективных упругих характеристик многослойного материала оболочек в исходной системе координат, связанной с оболочкой (1,2), а не с отдельными слоями, при использовании условия совместности деформаций отдельных слоев, предполагая, что при нагружении все они деформируются без взаимного проскальзывания, то есть, считая, что 
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 одинаковы для всех слоев
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Здесь обобщенные жесткости 
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 имеют вид:
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(i=1,…,q)
Выражения (17) дают средние (эффективные) упругие характеристики композита с произвольной схемой армирования, которые затем используются в соотношениях (10).

Рассматриваемые в работе задачи о колебаниях оболочки при использовании процедуры МКЭ приводятся к уравнению:
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где [M]  ‑ матрица масс системы.

В задачах о собственных колебаниях из системы (18) вытекает следующая алгебраическая задача на собственные значения:
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Собственные значения отыскиваются с помощью алгоритма, построенного на основе метода Мюллера [9].

Для демонстрации влияния на собственные частоты изменения отдельных конструктивных параметров изделия, были рассмотрены цилиндрические и конические оболочки, полученные методом спиральной намотки со схемой армирования 
[image: image75.wmf]123
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 и следующими граничными условиями: один торец защемлен, второй свободен; оба торца защемлены. Рассматривались два варианта длин оболочек: L/R=2 и L/R=4.

При рассмотрении влияния на собственные частоты изменения толщины слоя, намотанного под одним углом к образующей (слой, намотанный под углом 
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, имеет толщину 
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; соответственно, под углами 
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 имеют толщины 
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) расчеты проводились для трех начальных гармоник (0, 1, 2) и первых четырех частот. Кроме того, углы намотки волокон могли принимать значения 0(, (30(, (45(, (60(, 90(. Были рассмотрены все возможные сочетания данных параметров. 

Полученные результаты позволяют говорить о том, что существует ряд закономерностей влияния толщин слоев и углов намотки на собственные частоты.

Прежде всего, следует отметить достаточно высокий уровень чувствительности собственных частот колебаний к изменению толщин всех слоев намотки  ‑ величина нормированных коэффициентов чувствительности изменяется в пределах от 0.3 до 0.6. 

Чувствительность собственных частот колебаний рассмотренных оболочек к изменению толщин слоев, намотанных под одним углом, имеет общие закономерности, зависящие от соотношения между собой углов намотки волокон.
В случае, когда все углы намотки равны, для рассмотренных видов геометрии, всех вариантов длин и граничных условий диаграммы имеют вид, представленный на рис.2, для конуса с L/R=2 и одним защемленным торцом. 
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В случае, когда, все углы намотки различны, на гармониках, начиная со второй, картина примерно одинакова: чувствительности к изменению толщин перекрестно намотанных слоев ((45(, (30(, (60() максимальны и остаются примерно одинаковыми для различных геометрий и граничных условий; с увеличением номера частоты повышается чувствительность к толщинам слоев с поперечной укладкой волокон и снижается чувствительность к толщинам слоев продольной укладкой. 
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Диаграммы нормированных производных чувствительности имеют характерный вид, представленный на рис. 3. Данный вид диаграмм встречается при всех сочетаниях граничных условий, длин и геометрий оболочек, номерах гармоник и частот, кроме тех, которые будут оговорены ниже. Поэтому данный характер зависимости можно считать основным.

Для цилиндрических оболочек с заделкой на одном торце характерен минимум чувствительности для толщин слоев с продольной укладкой волокон на второй частоте. 

Для коротких цилиндрических оболочек наблюдается повышение чувствительности к изменению толщин слоев с поперечной укладкой волокон, а для длинных ‑ слоев с продольной укладкой (рис. 4). 
На нулевой гармонике (n=0) наблюдается менее однородная ситуация. Здесь для цилиндрических оболочек можно выделить максимум чувствительности к толщинам слоев с углом намотки 0( при второй частоте, а максимум для перекрестно намотанных слоев ‑ при первой частоте. Для конических оболочек ‑ наоборот: максимум чувствительности для слоев с углом намотки 0( находится на первой частоте, а для перекрестных слоев ‑ на второй частоте.
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В том случае, когда 
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, при n=2 и n=3 чувствительность максимальна при изменении толщин перекрестно намотанных слоев и слабо зависит от номера частоты, геометрии и граничных условий. Характерная диаграмма показана на рис. 5. 

Чувствительность собственных частот к толщине слоев с углом намотки 90( увеличивается на коротких оболочках. Для n=0 характерно: чувствительность к изменению толщин слоев с углом намотки 0( максимальна на второй частоте для длинных оболочек, а чувствительность к толщинам слоев с углом намотки 90( имеет максимум на третьей и четвертой частотах для коротких оболочек, здесь же минимальны чувствительности собственных частот к толщинам слоев с перекрестной намоткой. 

Таким образом, среди численно обнаруженных закономерностей можно выделить основные: 

1. Для всех вариантов геометрии и граничных условий чувствительность к изменению толщин слоев с перекрестной намоткой ((45(, (30(, (60() максимальна при n=2 и n=3. 

2. Для всех вариантов наблюдается повышение чувствительности к изменению толщин слоев с поперечной намоткой волокон при увеличении номера частоты и, соответственно, снижение чувствительности для слоев с продольной укладкой. 

3. Для длинных оболочек характерна высокая чувствительность для слоев с продольной укладкой, а для коротких ‑ для слоев с поперечной укладкой волокон. 

4. На нулевой гармонике чувствительность к толщинам слоев с намоткой 0( и 90( для оболочек любой длины более высокая, чем чувствительность к изменению толщин слоев с перекрестной намоткой. 

Исследование чувствительности собственных частот к изменению конструктивных параметров оболочек, получаемых методом намотки, позволяет определить параметр, на изменение которого наиболее сильно реагируют собственные частоты, тем самым на стадии проектных расчетов варьировать меньшее количество параметров, и предусмотреть сдвиг собственных частот колебаний (и, следовательно, опасную резонансную зону) в безопасную зону с точки зрения эксплуатации конструкции в известных условиях.

Работа выполнялась при поддержке РФФИ (код проекта 07-08-96013).
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Рисунок 1. Системы координат, связанные с конструкцией (1,2) и армирующими волокнами ((,( ).





Рисунок 3. Цилиндрическая оболочка. L/R=4, оба торца защемлены, n=2.
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Рисунок 2. Цилиндрическая оболочка. L/R=4, оба торца защемлены, n=0.





Рисунок 4. Коническая оболочка, один торец защемлен, n=1, а) L/R=2, б) L/R=4
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Рисунок 5. Цилиндрическая оболочка, L/R=4, оба торца защемлены, n=2
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