ОТРАЖЕНИЕ ПРОДОЛЬНОЙ БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ ОТ НАДРЕЗА В СТЕРЖНЕ 
Ильгамов М.А., Хакимов А.Г.  

Уфа, Россия
Аннотация. Исследуется отражение от поперечного надреза и прохождение продольной волны, распространяющейся по бесконечному стержню. Получена зависимость отраженной волны от параметров надреза. Постановка обратной задачи позволяет определить координату надреза и параметр, содержащий его глубину и длину, по данным падающей и отраженной волн в месте наблюдения.
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1. Введение. Постановка задачи. 
В протяженных объектах типа трубопроводных систем не все участки могут быть доступны для визуального осмотра и приборного диагностирования. Но при доступности визуального осмотра не во всех случаях представляется возможным определение целостности конструкции. Здесь предлагается математическая модель для диагностики стержней с помощью замеров параметров продольных бегущих волн. В случае стержней конечной длины для определения наличия его дефектов может быть использовано изменение спектра собственных изгибных колебаний [1]. В [2] дается решение задачи определения зависимости площади поперечного сечения стержня от продольной координаты при установившихся колебаниях стержня по известной зависимости перемещения свободного конца стержня от круговой частоты возмущающей силы. Определение массы, скорости движения груза и места его удара по стержню с помощью продольных смещений одного из сечений стержня приводится в [3].
Рассматривается отражение от надреза и прохождение продольной бегущей волны, распространяющейся по бесконечному стержню площадью поперечного сечения F. В точке с координатой xc стержень имеет надрез длиной l и площадью поперечного сечения f. Причем, длина надреза l значительно меньше длины волны L (рис. 1). Требуется определить  отраженную и проходящую волны по известным параметрам надреза и его координате (прямая задача). Определение координат надреза по отраженной волне в точке наблюдения и его размеров по отраженной и (или) проходящей волнам представляет собой обратную задачу. Между напряжением 
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 и деформацией 
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 в зоне надреза принимается следующая зависимость
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где 
[image: image4.wmf]m

 – коэффициент трения, E – модуль упругости, t  – время.
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Рис.1.

В пределах надреза с короткой длиной l и вблизи него имеется сложное пространственное напряженно-деформированное состояние [4]. Однако здесь для простоты принимаем одноосное растяжение – сжатие, а также не учитываем инерционные силы. Как показывают экспериментальные результаты [5], средняя величина коэффициента затухания продольных колебаний подвешенной штанги с надрезом при ударе по нижнему торцу на 
[image: image6.wmf]:

 20 % больше, чем этот коэффициент для такой же штанги без надреза. Согласно выводам работы [6], коэффициент трения 
[image: image7.wmf]m

 учитывается только на длине l.
Движение элемента стержня описывается волновым уравнением
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где u - продольные перемещения элементов стержня, a – скорость звука в стержне, ρ – плотность материала стержня, x – продольная координата. Продольные перемещения, возбуждаемые источником, находящимся на расстоянии 
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 задаются в виде бегущей волны в сторону возрастания координаты x
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где U, ω – амплитуда и частота  продольной бегущей волны, α – волновое число. Перейдя к безразмерным переменным
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и учитывая 
[image: image13.wmf]α
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 = 2π, падающую, отраженную и проходящую волны представим в виде:
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а для области распространения проходящей волны записывается:
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Граничные условия в точке 
[image: image17.wmf]ξξ

c

=

[6]: 

[image: image18.wmf](

)

1

2

,

uu

u

¶+

¶

=

¶x¶x

   
[image: image19.wmf](

)

(

)

2

11

21

2,

uuuu

uuum

æö

¶+¶+

=+++m

ç÷

¶x¶x¶t

èø

              (1.3)

где 
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2. Прямая задача
Из условий (1.3) получаем
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Отраженную и проходящую волны можно представить также в виде
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где коэффициенты отражения 
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 и прохождения 
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 равны
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Угол сдвига фаз φ между падающей и отраженной волной определяется по формуле

[image: image29.wmf](

)

(

)

2

2

cos2

ξμμsin2ξ

2

ξ+arctg,

μμcos2ξsin2ξ

cc

cc

mm

mm

j

-++-

=-

+-+

                            (2.3)
При 
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 = 0  уравнение движения элемента стержня записывается
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Угол сдвига фаз между падающей и проходящей волной равен
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Анализ формул (2.2) - (2.4) показывает, что коэффициенты отражения 
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 и прохождения 
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, а также угол сдвига фаз ψ между падающей и проходящей волной зависят только от параметров m и 
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. Угол сдвига фаз φ между падающей и отраженной волной зависит как от параметров m и 
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, так и от положения надреза 
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 и координаты 
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 места проведения замеров. При m
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Суммарные перемещения V элемента стержня в точке наблюдения (
[image: image44.wmf]ξ

=0) определяются по формуле 
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или 
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                    (2.5)
где С - амплитуды суммарных относительных перемещений, δ - угол сдвига фаз в суммарной волне.
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Рис. 2. Зависимость относительного перемещения элемента стержня

при 
[image: image49.wmf]ξ

 = 0, 
[image: image50.wmf]ξ2π/3

c
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 в отраженной  волне от безразмерного времени τ.

На рис. 2-3 приводятся зависимости относительного перемещения элемента стержня при 
[image: image51.wmf]ξ

 = 0, 
[image: image52.wmf]μ

 = 0.4 в отраженной волне от безразмерного времени τ. Видно, что отраженные волны зависят от величины и положения надреза в стержне. Чем больше m, тем больше величина сигнала в отраженной волне. С увеличением параметра m также увеличивается угол сдвига фаз в отраженной волне. С изменением  расположения надреза 
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 также существенно изменяется угол сдвига фаз в отраженной волне. Для координат 
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 и 
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 кривые идентичны.
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Рис. 3 Зависимость относительного перемещения элемента стержня

при 
[image: image57.wmf]ξ

 = 0 , 
[image: image58.wmf]ξ2π

c

=

 в отраженной волне от безразмерного времени τ.
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Рис. 4. Зависимость коэффициента отражения 
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от параметра 
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Рис. 5. Зависимость коэффициента отражения 
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от параметра m.
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Рис. 6. Зависимость коэффициента прохождения 
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от параметра 
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Рис. 7. Зависимость коэффициента прохождения 
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k

от параметра m.

Зависимость коэффициента отражения 
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 от коэффициента 
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 для различных значений параметра m приводится на рис. 4. Видна линейная зависимость коэффициента отражения от коэффициента 
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 для его малых значений.
Зависимость коэффициента отражения 
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 от коэффициента m  для различных значений параметра 
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 приводится на рис. 5. Видна линейная зависимость коэффициента отражения от коэффициента 
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 для его малых значений.
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Рис. 8. Зависимость угла сдвига фаз в отраженной волне от  m.
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Рис. 9. Зависимость угла сдвига фаз в отраженной волне от  
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Зависимость коэффициента прохождения 
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 от коэффициента 
[image: image79.wmf]μ

 для различных значений параметра m приводится на рис. 6. Видна линейная зависимость коэффициента прохождения от коэффициента 
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 для его малых значений.

Зависимость коэффициента прохождения 
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 от коэффициента m  для различных значений параметра 
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 приводится на рис. 7. Видна линейная зависимость коэффициента отражения от коэффициента 
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 для его малых значений. Зависимость угла сдвига фаз в отраженной волне от параметра m для различных значений 
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, 
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 = 0.4 приводится на рис. 8. С ростом параметра  m происходит уменьшение  угла сдвига фаз.

Зависимость угла сдвига фаз в отраженной волне от параметра 
[image: image86.wmf]ξ
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 для различных значений m ,
[image: image87.wmf]μ

 = 0.4 дается рис. 9. Видна периодическая зависимость угла сдвига фаз в отраженной волне от положения надреза.
3. Обратная задача
Из соотношений (2.2) - (2.4) следует, что по известным коэффициентам отражения 
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 можно определить параметры m
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Параметр m, также определяется по углу сдвига фаз ψ между падающей и  проходящей волнами
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Положение надреза 
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 определяется по формуле 
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Но данная функция многозначная, поэтому можно рекомендовать замеры угла сдвига фаз φ между падающей и отраженной волнами для двух значений 
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. Например, при  
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и 
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 = 
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Выражение (2.5) для амплитуды суммарных относительных перемещений может быть представлено в виде 
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Если значение амплитуды суммарных относительных перемещений С и величину 
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 = 0 по показаниям прибора, то получим систему уравнений для определения параметра m и положения надреза 
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Решение этой системы уравнений громоздкое, поэтому здесь не приводится. Если параметр m определить из (3.1) или (3.2), то координата надреза 
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c

 определяется также по громоздкой формуле.

Данная система уравнений для 
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Для малых 
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 решение этой системы уравнений записывается:
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Рис. 10. Зависимость параметра  m от амплитуды С суммарных перемещений при 
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Рис. 11. Зависимость координаты надреза 
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 от амплитуды С суммарных при 
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Рис.12. Зависимость параметра  m от угла сдвига фаз в суммарной волне при 
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Рис.13.  Зависимость координаты надреза 
[image: image121.wmf]ξ

c

 от угла сдвига фаз в суммарной волне при 
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Решение этой системы уравнений громоздкое, поэтому здесь не приводится. Если параметр m определить из (3.1) или (3.2), то координата надреза 
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c

 определяется также по громоздкой формуле.
Изменение параметра m и координаты надреза 
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 от амплитуды С суммарных перемещений при 
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, 
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 = 0 приводится на рис. 10 и 11 для различных значений угла сдвига фаз в суммарной волне. А на рис. 12 и 13 даются зависимости этих же функций от угла сдвига фаз при 
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 для различных значений амплитуды суммарных перемещений. С ростом амплитуды суммарных перемещений при одном и том же значении угла сдвига фаз в суммарной волне происходит увеличение параметра m (рис. 10) и увеличение координаты надреза 
[image: image128.wmf]ξ
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(рис. 11). 
Таким образом, по замеренным значениям амплитуды С суммарных перемещений и угла сдвига фаз можно определить параметр m и координату надреза 
[image: image129.wmf]ξ
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. Также отметим, что при 
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 = 0 полученные результаты совпадают с формулами, приведенными в [7].
Заключение

Таким образом, анализ отраженных и суммарных волн позволяет сделать вывод о том, что амплитуда и угол сдвига фаз зависят от величины и положения надреза на стержне. 

Следует отметить, чем больше параметр m, тем больше угол сдвига фаз в отраженной волне при одном и том же 
[image: image131.wmf]ξ
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.

Получена линейная зависимость коэффициента отражения от величины надреза для малых значений параметра m. 

Полученная методика может быть применена для разработки прибора для диагностики длинных стержневых систем.
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